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РЕФЕРАТ
Выпускная квалификационная работа по теме «Бесконечные группы
с конечной и совершенной инволюцией» содержит 27 страниц текста, 14
использованных источников.
ГРУППА 2-РАНГА 1, КОНЕЧНАЯ ИНВОЛЮЦИЯ, СОВЕРШЕННАЯ
ИНВОЛЮЦИЯ, ГРУППА ФРОБЕНИУСА.
Цель работы — показать, что группа G 2-ранга 1 с конечной инволюцией
и инволюцией i, централизатор которой является 2-группой, не максимальной
в G, локально конечна и является группой Фробениуса.
В результате исследований доказана соответствующая теорема.
Выяснены некоторые свойства бесконечных групп 2-ранга 1 с совершенными
инволюциями.
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ВВЕДЕНИЕ
Большое количество фундаментальных теорем теории конечных групп
связано с понятием инволюции. Так, Бернсайд доказал, что в конечной
группе с циклической силовской 2-подгруппой все элементы нечётного
порядка составляют нормальную подгруппу. Согласно примеру, построенному
С.И. Адяном [1], для бесконечных периодических групп это утверждение
неверно даже в случае, когда силовская 2-подгруппа имеет порядок 2 и
является центром группы.
В последние десятилетия выяснилось, что для периодических групп
неверны такие ключевые результаты теории конечных групп, как Z∗-теорема
Глаубермана и теорема Бэра–Судзуки (в чётном варианте). С другой стороны,
на класс групп с конечной инволюцией (см. определение 1.6) некоторые
интересные результаты теории конечных групп переносятся без потерь [2].
В теории конечных групп большое значение имеет теорема Фробениуса.
Конечная группа G называется группой Фробениуса, если в ней найдётся
собственная подгруппа H , совпадающая со своим нормализатором и
пересекающаяся по единице со всеми сопряжёнными с ней подгруппами,
отличными от H [3]. Согласно теореме Фробениуса, элементы группы G,
не принадлежащие H и всем сопряжённым с ней подгруппам, вместе с
единицей составляют нормальную подгруппу F группы G, называемую
ядром. Группа G есть полупрямое произведение ядра F и своей подгруппы H ,
называемой дополнением. Имеется ряд теорем, описывающих строение ядра и
дополнения конечной группы Фробениуса (см., например, [4]). Необходимость
обобщения теоремы Фробениуса на бесконечные группы отмечалась ещё
О.Ю. Шмидтом [3]. Однако уже в классе всех периодических групп теорема
Фробениуса неверна [4], поэтому речь идёт о переносе теоремы лишь на
некоторые классы групп.
Цель бакалаврской работы — доказать, что в группе G 2-ранга 1 с
конечной инволюцией и такой инволюцией i, централизатор которой является
2-группой, не максимальной в G, все элементы, не принадлежащие подгруппе
CG(i) и сопряжённым с ней подгруппам, вместе с единицей составляют
нормальную подгруппу. Как будет показано, строение группы G следующее:
группа является группой Фробениуса с абелевым ядром, все инволюции
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группы сопряжены и потому являются конечными, лежат вне этого ядра
и инвертируют сопряжением каждый элемент ядра. Каждый неединичный
элемент группы лежит либо в абелевом ядре, либо в централизаторе некоторой
инволюции.
В ходе доказательства сначала определяется строение некоторой сильно
вложенной подгруппы, содержащей централизатор конечной инволюции и не
совпадающей с ним, а далее выясняется строение самой группы. Поэтому
дополнительное условие о том, что централизатор инволюции не является
максимальной подгруппой, существенно используется в доказательстве.
В тексте бакалаврской работы приведены подробные доказательства
некоторых ключевых результатов, которые использовались при доказательстве
основной теоремы. Некоторые леммы и утверждения удалось перенести на
более общий при данных ограничениях на группу G случай, когда инволюция
i совершенна в G (см. определение 3.1) при условии, что CG(i) содержится в
сильно вложенной подгруппе B группы G.
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
1 Некоторые определения, утверждения и леммы
Определение 1.1. Инволюцией группы G называется всякий её элемент
порядка 2.
В наших исследованиях часто используются свойства групп,
порождённых парой инволюций — так называемых групп диэдра. Некоторые
их свойства приведены в качестве утверждений следующей леммы.
Лемма 1.1. Пусть D = 〈i, j〉, где i и j — инволюции, i 6= j. Тогда:
1) множество D \ 〈ij〉 состоит из инволюций;
2) D = 〈ij〉⋋ 〈i〉 = 〈ij〉⋋ 〈j〉, (ij)i = (ij)j = ji = (ij)−1;
3) если все неединичные элементы в D есть инволюции, то порядок D
равен 4 и D = 〈i〉 × 〈j〉 = {1, i, j, ij } — четверная группа Клейна;
4) если в 〈ij〉 содержится инволюция z и |D| > 4, то Z(D) = 〈z〉 и в D
три класса сопряжённых инволюций: z, iD, jD;
5) если порядок элемента ij или бесконечен, или конечен и нечетен, то
Z(D) = 1;
6) если порядок элемента ij бесконечен, то в D два класса сопряжённых
инволюций: iD и jD.
7) если порядок элемента ij конечен и нечетен, то i = jc, где c ∈ 〈ij〉,
c2 = ij, для инволюции k = ic выполняется j = ik и в D один класс
сопряжённых инволюций iD = jD.
8) Если порядок элемента ij конечен и нечётен, то 〈i, j〉 = 〈i, ij〉, а если
конечен и чётен или бесконечен, то 〈i, j〉 = 〈i, ij〉⋋ 〈j〉.
Доказательство.
1) Элементы группы D можно разбить на следующие множества.
Произведения чётного числа порождающих
1, ij, ji, ijij, jiji, ... , (1.1)
в число которых входит 1 = ii = jj, являются степенями элемента a = ij
и составляют циклическую подгруппу 〈ij〉.
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Элементы из D, являющиеся произведениями нечётного числа
порождающих, естественно разбить на два множества
iD = { i, jij, ijiji, ... }, (1.2)
jD = { j, iji, jijij, ... }. (1.3)
Все элементы множества (1.2) сопряжены с инволюцией i, а все
элементы множества (1.3) сопряжены с j, и поэтому множество D \
〈ij〉 = iD ∪ jD состоит из инволюций.
2) Подгруппа 〈ij〉 нормальна в D, поскольку ji = (ij)−1,
(ij)i = iiji = ji = (ij)−1, (ij)j = jijj = ji = (ij)−1 и, значит,
xi = xj = x−1 для любого элемента x ∈ 〈ij〉. Любое произведение
порождающих i, j из D, взятых в нечётном числе, по п. 1 леммы
является инволюцией и отлично от единицы. Следовательно, i, j /∈ 〈ij〉
и возможно образовать группы 〈ij〉 ⋋ 〈i〉, 〈ij〉 ⋋ 〈j〉. Обозначим a = ij.
Так как j = ia ∈ 〈a〉⋋〈i〉 и i = aj ∈ 〈a〉⋋〈j〉, то D = 〈a〉⋋〈i〉 = 〈a〉⋋〈j〉.
3) Если все неединичные элементы в D есть инволюции, то
a = ij = ji = a−1, D — абелева группа и D = {1, i, j, ij } = 〈i〉 × 〈j〉.
4) Если 1 6= an = z — некоторый элемент центра, где a = ij, то
z = zi = z−1 = zj , z — инволюция и |a| = 2n. В случае |a| = 2
согласно п. 3 Z(D) = D. Рассмотрим случай |a| > 2. Поскольку
Z(D) = CD(i)∩CD(j) и ij 6= ji, то никакая инволюция, сопряжённая с i
или с j, не принадлежит Z(D), и по п. 1 Z(D) 6 〈a〉. Следовательно,
Z(D) = 〈z〉, CD(i) = 〈i〉 × 〈z〉 и CD(j) = 〈j〉 × 〈z〉. В силу [5,
теорема 1.6.1] |iD| = |D : CD(i)| = n, |jD| = |D : CD(j)| = n и
тогда |iD ∪ jD| = |D \ 〈a〉| = 2n = |iD| + |jD|. Следовательно, классы
сопряжённых инволюций iD, jD различны.
5) Если порядок ij конечен и нечётен или бесконечен, то 〈ij〉 не содержит
инволюций и Z(D) = 1.
6) Если порядок ij бесконечен и id = j, где d = jiji...ji либо
jiji...jij — некоторый элемент группы D, то произведение d−1idj
является ненулевой степенью элемента ij и равно 1, что противоречит
бесконечности |ij|. Следовательно, iD и jD — два класса сопряжённых
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инволюций в D.
7) Пусть порядок элемента a = ij нечётен, c ∈ 〈a〉, c2 = a. Тогда для k = ic
имеем
ik = iic = c−1ic = iic−1ic = ic2 = ia = j. (1.4)
Поскольку k — инволюция по п. 1, то автоматически jk = i.
8) Согласно п. 1 〈i, j〉 = 〈a〉 ⋋ 〈i〉, 〈i, ij〉 = 〈a2〉 ⋋ 〈i〉, где a = ij. Если
|a| = 2n, то |a2| = n, и индекс подгруппы 〈i, ij〉 в группе 〈i, j〉 равен
2. Следовательно, j /∈ 〈i, ij〉. Поскольку j нормализует группу 〈i, ij〉, то
〈i, j〉 = 〈i, ij, j〉 = 〈i, ij〉 ⋋ 〈j〉. Если |a| = 2n + 1, то |a2| = 2n + 1,
〈a〉 = 〈a2〉 и 〈i, j〉 = 〈i, ij〉. Если |a| = ∞, то 〈a〉 6= 〈a2〉, j /∈ 〈i, ij〉 и
〈i, j〉 = 〈i, ij〉⋋ 〈j〉. Утверждение и лемма доказаны.
Определение 1.2. Собственная подгруппа B группы G называется сильно
вложенной, если в B есть инволюция и для каждого g ∈ G \ B подгруппа
B ∩Bg не содержит инволюций.
Конечные группы с сильно вложенной подгруппой хорошо изучены [6].
В доказательстве основной теореме данного доклада используются результаты
В.П. Шункова, А.И. Созутова, В. Д. Мазурова, Н.М. Сучкова о бесконечных
группах с сильно вложенными подгруппами. Бесконечные группы с сильно
вложенной подгруппой и конечной инволюцией исследовались в статьях [6—8]
и в монографии [2].
Определение 1.3. Собственная подгруппа H группы G называется сильно
изолированной, если CG(h) ≤ H для каждого неединичного элемента h ∈ H .
Определение 1.4. Нетривиальная подгруппа H произвольной группы G
называется обособленной [4], если H ∩Hg = {1} при каждом g ∈ G, а пара
(G,H) при этом условии — парой Фробениуса.
В терминах теории конечных групп группой Фробениуса называется
всякая группа G, содержащая обособленную подгруппу H . Однако для
бесконечных групп такое определение задаёт слишком широкий класс групп, в
котором есть группы, не расщепляющиеся в полупрямое произведение своих
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подгрупп (ядра и дополнения) [4], и поэтому в [9] было введено следующее
общее определение.
Определение 1.5. Группа G называется группой Фробениуса (фробениусовой
группой) с дополнением (неинвариантным множителем) H и ядром
(инвариантным дополнением) F , если F и H — такие её собственные
подгруппы, что:
1) G = F ⋋H;
2) H — обособленная подгруппа;
3) любой элемент группы G содержится либо в F , либо в подгруппе,
сопряжённой с H .
Следующая теорема имеет фундаментальное значение в теории
конечных групп [4]:
Теорема 1.1 (теорема Фробениуса). Если в конечной группе G найдётся
обособленная подгруппа H , то множество элементов из G, не входящих в
H и ни в одну из сопряжённых с H подгрупп, вместе с единицей является
инвариантной подгруппой F группы G.
Множество F = G \
⋃
g∈G
(Hg \ {1}) является инвариантным.
Действительно, если для некоторого 1 6= f ∈ F выполнено f g ∈ Hx для
некоторых g, x ∈ G, то f ∈ Hxg
−1
, что противоречит заданию множества
F . F также замкнуто относительно операции взятия обратного элемента.
Поэтому для доказательства теоремы Фробениуса достаточно при данных
обозначениях показать, что произведение любых двух элементов из множества
F принадлежит F .
На сегодняшний день не известно полных доказательств теоремы
Фробениуса, свободных от методов теории характеров. Однако в случае, когда
H содержит инволюцию, существуют доказательства теоремы Фробениуса с
использованием лишь элементарных понятий теории групп [4].
Доказательство. Обозначим через j1 инволюцию, которая содержится в
H . Поскольку порядки сопряжённых элементов совпадают, в каждой из
сопряжённых с H подгрупп также найдётся инволюция. Выберем в каждой
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из сопряжённых с H подгрупп по одной инволюции, обозначим их j2,
j3, . . . , jn. Любая сопряжённая с H подгруппа Hx является обособленной
в G, поскольку Hx ∩ (Hx)y = (H ∩ Hxyx
−1
)x = 1x = 1 для любого
y ∈ G \ Hx. Из этого также следует, что любые две различные сопряжённые
с H подгруппы Hx и Hy пересекаются по единице. Поэтому все инволюции
j1, j2, . . . , jn различны. Среди этих инволюций нет попарно перестановочных,
поскольку если jrjs = jsjr при r 6= s, то jjsr = jr и сопряжённая с H
подгруппа Hr, в которой содержится jr, пересекается с Hjsr не по единице.
Поэтому любые две инволюции jr и js порождают конечную группу диэдра
с нечётным ядром, и (jrjs)jr = (jrjs)js = (jrjs)−1 = jsjr. Элемент jrjs при
r 6= s не может лежать ни в какой из сопряжённых с H подгрупп Hg,
поскольку иначе одна из инволюций jr и js обязательно будет лежать вне
Hg. Пусть это инволюция jr. Тогда образ элемента jrjs при сопряжении
его этой инволюцией (jrjs)jr = (jrjs)−1 принадлежит этой же подгруппе,
что противоречит обособленности Hg в G. Следовательно, все jrjs, где
1 6 r, s 6 n, лежат во множестве F = G \
⋃
g∈G
(Hg \ {1}). Количество n
сопряжённых с H подгрупп равно индексу нормализатора NG(H) в G, т. е.
индексу самой H в G. Обозначим порядок группы H через m. Поскольку все
несовпадающие множестваHg\{1} не пересекаются, то количество элементов
в F равно nm − n(m − 1) = n. Далее, если в произведении jrjs какой-либо
один из индексов r, s фиксирован, а другой пробегает все значения от 1 до n,
то получается n различных элементов, которые составляют всё F .
Осталось показать, что F является подгруппой G. Для любых
1 6 r, s, t 6 n
(jrjs)(jtjs) = jr(jsjt)js = jr(jrjl)js = jljs
при некотором 1 6 l 6 n. Значит, F есть подгруппа и теорема справедлива.
Для справедливости утверждения теоремы Фробениуса достаточно
конечности двупорождённых подгрупп [3], и поэтому теорема Фробениуса
верна в классе локально конечных групп.
Предложение 1.1. Если в локально конечной группе G найдётся обособленная
подгруппа H , то множество элементов из G, не входящих в H и ни в одну
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из сопряжённых с H подгрупп, вместе с единицей является инвариантной
подгруппой F группы G.
В работах [6; 7; 10; 11] и других используется конечность всех элементов
группы вида iig, где i — инволюция группы.
Определение 1.6. Инволюция i группы G называется конечной [6], если для
любого элемента g ∈ G порядок коммутатора [i, g] = ig−1ig конечен.
Замечание 1.1. Если i — конечная инволюция группы G, то каждая
сопряжённая с i инволюция k конечна в G.
Доказательство. Пусть k = ix для некоторого x ∈ G. Тогда для всякого g ∈ G
〈k, kg〉 = 〈ix, ixg〉 = (〈i, ixgx
−1
〉)x. Поскольку инволюция i конечна в G, то
группа 〈i, ixgx
−1
〉 конечна, и, следовательно, группа 〈k, kg〉 конечна. В силу
произвольности выбора g инволюция k конечна в G.
Лемма 1.2 (лемма Фраттини, [2, лемма 1.10]). Пусть A — нормальная
подгруппа группы G и B — такая подгруппа из A, что BG = BA. Тогда
G = ANG(B).
Доказательство. Пусть g — произвольный элемент из G. В силу условия
Bg = Ba для некоторого элемента a ∈ A. Следовательно, ga−1 ∈ NG(B), и
g ∈ ANG(B). Лемма доказана.
Теорема 1.2 ([5, теорема 12.5.2]). Конечная p-группа P с единственной
подгруппой порядка p либо циклическая, либо p = 2 и P — (обобщённая) группа
кватернионов.
Предложение 1.2 ([2, предложение 1.11]). Любая конечная p-группа
нильпотентна.
Доказательство этого утверждения содержится в [5, теорема 10.3.4].
Предложение 1.3 ([2, предложение 1.12]). В нильпотентной группе G
выполняется нормализаторное условие, т. е. каждая собственная подгруппа
из G отлична от своего нормализатора.
Доказательство см. в [5, следствие 10.3.1].
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Теорема 1.3 (теорема Шункова, [2, теорема 2.13]). В бесконечной 2-группе
каждая конечная подгруппа отлична от своего нормализатора.
Теорема 1.4 (теорема Шункова, [2, теорема 2.14]). Если в периодической
группе G некоторая силовская 2-подгруппа S конечна, то все силовские 2-
подгруппы в G конечны и сопряжены.
Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по порядку |S|.
Пусть |S| = 2. Тогда S = 〈i〉, где i — инволюция группы G. Пусть j —
произвольная отличная от i инволюция из G. В силу периодичности группы
G и леммы 1.1 либо |ij| чётен, либо нечётен. Если |ij| чётен, то по лемме 1.1 в
группе D = 〈i, j〉 есть центральная инволюция z, 〈i, z〉 = 〈i〉×〈z〉 — четверная
группа Клейна, противоречие с тем, что S — силовская 2-подгруппа G. Тогда
|ij| нечётен, инволюции i, j сопряжены и поэтому 〈j〉 — силовская 2-подгруппа
G. В силу произвольности выбора j утверждение теоремы справедливо.
Пусть теорема доказана для всех периодических групп с силовскими
2-подгруппами порядка < 2n, и пусть |S| = 2n. Среди всех силовских
2-подгрупп группы G, не сопряжённых с S, выберем подгруппу Q с
максимальным пересечением T = Q ∩ S. Выберем инволюции i ∈ S, j ∈ Q.
Если T = 1, то возможны следующие варианты:
1) |ij| нечётен. Тогда в силу леммы 1.1 ig = j для некоторого g ∈ D = 〈i, j〉,
и вместо S будем рассматривать далее группу Sg. Тогда уже для
подгруппы Q (она вовсе не обязательно обладает максимальным с Sg
пересечением) Sg ∩ Q > 〈j〉, и для несопряжённой с S силовской 2-
подгруппы Q′ с максимальным пересечением T = Sg ∩ Q′ выполняется
T > 1;
2) |ij| чётен. Тогда по лемме 1.1 в группе D = 〈i, j〉 существует
центральная инволюция z. Если z ∈ S, то 〈j〉 × 〈z〉 содержится
в некоторой силовской 2-подгруппе группы G, которая пересекается
с S по неединичной подгруппе, и для силовской 2-подгруппы Q′ с
максимальным пересечением T = S ∩ Q′ T > 1. Если z /∈ S, но z ∈ Sg,
где g ∈ G, то далее вместо S будем рассматривать подгруппу Sg, и далее
применяем рассуждения, изложенные выше. Пусть теперь для всех
g ∈ G z /∈ Sg. Тогда 〈i〉×〈z〉 содержится в некоторой несопряжённой с S
11
силовской 2-подгруппе группы G, и для несопряжённой с S силовской
2-подгруппы Q′ с максимальным пересечением T = Sg∩Q′ выполняется
T > 1.
Таким образом, будем считать, что T > 1. Рассмотрим подгруппу G1 = NG(T ).
В силу предложений 1.2 и 1.3 S1 = NS(T ) > T , и в силу теоремы 1.3
Q1 = NQ(T ) > T . Рассмотрим в фактор-группе G1 = G1/T подгруппы
S1 = S1/T и Q1 = Q1/T . Если S1 не является силовской в G1, то её полный
прообраз в G является 2-группой и содержится в некоторой силовской 2-
подгруппе Sˆ. Поскольку S ∩ Sˆ > S1, то в силу выбора Q подгруппы S и
Sˆ сопряжены в G некоторым элементом g, причём T g = T . Если Sˆ ∩ Q > T ,
то S ∩ Qg
−1
> T g
−1
= T , что снова противоречит выбору Q. Следовательно,
S1 — силовская 2-подгруппа группы G1.
Пусть Q1
′
— некоторая силовская 2-подгруппа фактор-группы G1,
которая содержит Q1, а Q′1 — силовская 2-подгруппа группы G1, которая
содержит Q1
′
. Поскольку T > 1, то |S1| < 2n. Следовательно, в силу
индуктивного предположения Q′1
y
= S1 для некоторого y ∈ G1. Тогда
некоторым прообразом y ∈ G в G сопряжены силовские 2-подгруппы S1 и
Q′1 группы G1, и силовская 2-подгруппа Q
y группы G пересекается с S по
подгруппе, содержащей S1 > T , что противоречит выбору Q.
Теорема 1.5 (теорема Шункова, [2, теорема 2.15]). Произвольная 2-группа с
единственной инволюцией либо (локально) циклическая, либо (обобщённая)
группа кватернионов (конечная или бесконечная).
Доказательство. Для конечных 2-групп теорема следует из теоремы 1.2.
Пусть G — бесконечная 2-группа с единственной инволюцией z. Согласно
теореме 1.2 каждая подгруппа порядка 2n > 16 из G — содержит
характеристическую циклическую подгруппу порядка 2n−1. Покажем, что
каждая циклическая подгруппа порядка 2n > 16 содержится в большей
циклической подгруппе порядка 2n+1. Поскольку нормализатор всякой
циклической подгруппы H группы G порядка 2n отличен от H в силу
теоремы 1.3, то H содержится в некоторой подгруппе N порядка 2n+1. Если
эта подгруппа циклическая, утверждение справедливо. Если N — обобщённая
группа кватернионов, то H — её единственная циклическая подгруппа порядка
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2n. Всякая подгруппа порядка 2n+2, содержащая N — обобщённая группа
кватернионов по теореме 1.2, которая содержит единственную циклическую
подгруппу порядка 2n+1, и H содержится в этой подгруппе.
Выберем какую-либо циклическую группу 〈c4〉 порядка 24группы
G. В силу строения циклических групп в ней содержатся подгруппы
〈c3〉 > 〈c2〉 > 〈c1〉 = 〈z〉, где |ci| = 2i, i = 1, 2, 3, и 〈c4〉 содержится
в циклических группах 〈c5〉 < 〈c6〉 < . . . группы G. Объединение таких
вложенных друг в друга циклических подгрупп Cn = 〈cn〉 порядков 2n,
n = 1, 2, . . ., совпадает с квазициклической группой C, которая содержится
в G. Если G = C, то утверждение теоремы верно. Пусть G 6= C. Выберем
элемент t ∈ G \ C такой, что t2 ∈ C. Такой элемент t обязательно найдётся,
поскольку если s ∈ G \ C, но s2 /∈ C, то т. к. s — 2-элемент группы G, в
некоторой степени 2m+1 он попадёт в C, и t можно положить равным s2
m
.
Тогда 〈t2〉 = 〈ck〉 для некоторого k, и t ∈ NG(Ck). Имеем ck+1, t ∈ NG(Ck), и
ck + 1Ck, tCk — инволюции фактор-группы NG(Ck)/Ck. Поскольку в фактор-
группе NG(Ck)/Ck, которая является периодической и потому не содержит
бесконечных групп диэдра, подгруппа 〈ck+1Ck, tCk〉 конечна, то и подгруппа
V = 〈ck+1, t〉 группы G конечна. Поскольку |ck+1| > |t| > 2, то V
содержит по меньшей мере две подгруппы порядка 4. В силу теоремы 1.2
V — (обобщённая) группа кватернионов Ck+1〈t〉. Следовательно, t2 = z и
t ∈ NG(Ck+1). Отсюда индукцией по k заключаем, что t ∈ NG(Cn) для любого
n ∈ N, t ∈ NG(C) и элемент t инвертирует все элементы из C, а Q = C〈t〉 —
бесконечная обобщённая группа кватернионов.
Допустим теперь, что G 6= Q. Пусть в G\Q найдётся элемент v порядка
4. По доказанному выше v ∈ NG(C). Тогда подгруппа S = 〈t, v, c3〉 6 NG(C3)
конечна. По теореме 1.2 S является (обобщённой) группой кватернионов вида
A〈t〉 = A〈v〉, где A — циклическая группа, C3 6 A. В силу доказанного выше
A < C, что противоречит выбору элемента v. Следовательно, все элементы
порядка 4 из G содержатся в Q, порождают Q и Q ✁ G. В частности, каждая
из подгрупп Cn нормальна в группе G. Если x ∈ G \ Q и x2 ∈ Q, то |x| > 8
и подгруппа 〈c3, x〉 конечна, что противоречит теореме 1.2. Следовательно,
G = Q, и теорема доказана.
Теорема 1.6 (теорема Шмидта, [2, теорема 1.17]). Расширение локально
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конечной группы с помощью локально конечной группы есть локально конечная
группа.
Теорема 1.7 (теорема Ито, [12]). Пусть группа G является произведением двух
абелевых подгрупп. Тогда G метабелева (разрешима ступени 2).
Доказательство. Пусть G = AB, A,B — её абелевые подгруппы. Известны
следующие свойства коммутаторов [5]: [ab, c] = [a, c]b[b, c], [a, bc] = [a, c][a, b]c.
Покажем, что коммутант группы G порождается коммутаторами вида [a, b],
где a ∈ A, b ∈ B.
[ab, a1b1] = [a, a1b1]
b[b, a1b1] = [a, b1]
b[b, a1]
b1 = [bab, b1][b, b
−1
1 a1b1] =
= [b2a2, b1][b, b3]
a3 = [b2, b1]
a2[a2, b1][b, a3][b, b3]
a3 = [a2, b1][a3, b]
−1.
Так как G = AB, то из ba
−1
1 = a2b2 следует b
a
1 = a
−1
2 b и из a
b−1
1 = b3a3 следует
ab13 = b
−1
3 a.
Возьмем два произвольных коммутатора x = [a, b], y = [a1, b1], где
a, a1 ∈ A, b, b1 ∈ B.
xy = [a, b][a1,b1] = [a, a2b2]
c[a1,b1] = [a, b2]
a1[a1,b1] =
= [b3a3, b2]
[a1,b1] = [a3, a
−1
2 b]
b = [a3, b]
b = [b−13 a, b] = [a, b] = x.
Из полученного равенства xy = x вытекает xy = yx. Таким образом, показано,
что все коммутаторы группы порождают абелев коммутант, и G разрешима
ступени 2. Теорема доказана.
Теорема 1.8 ([13, corollary 3.2]). Let the group G = AB be the product of an
abelian subgroup A and a locally quaternion subgroup B. If X is the quasicyclic
subgroup of B, then AX = XA is a metabelian subgroup of index 2 in G. In
particular, G is soluble of derived length at most 3.
В этой теореме утверждается, что если группа G = AB является
произведением абелевой подгруппы A и локально кватернионной подгруппой
B, и X — квазициклическая подгруппа B, то AX = XA — метабелевая
подгруппа индекса 2 группы G. В частности, G разрешима ступени
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не более 3. Группа называется локально кватернионной, если каждая
её конечнопорождённая подгруппа содержится в некоторой конечной
(обобщённой) группе кватернионов.
Теорема 1.9 (теорема Пуанкаре, [2, теорема 2.2]). Пересечение конечного
числа подгрупп конечного индекса само имеет конечный индекс.
Доказательство. Теорему достаточно доказать для случая двух подгрупп,
и тогда по индукции она будет справедлива для любого конечного числа
подгрупп. Пусть G — группа, A,B — её подгруппы, x, y ∈ A и (A∩B)x 6= (A∩
B)y. Тогда xy−1 /∈ (A ∩ B), и поскольку xy−1 ∈ A, то xy−1 /∈ B и Bx 6= By.
Отсюда заключаем, что
|A : (A ∩B)| 6 |G : B|,
и поскольку |G : (A ∩B)| = |G : A| · |A : (A ∩ B)|, то
|G : (A ∩B)| 6 |G : A| · |G : B|.
Теорема доказана.
Для доказательства некоторых лемм понадобятся свойства подгруппы
[i, G], которая по определению порождается всеми коммутаторами вида
[i, g] = i−1g−1ig, где g пробегает группу G.
Предложение 1.4 ([2, предложение 2.16]). Пусть a — инволюция группы G.
Справедливы следующие утверждения:
1) Подгруппа [a,G] нормальна в G.
2) Если G конечна, то |G : [a,G]| 6 |CG(a)|.
3) [aH,G/H] = [a,G]H/H в каждой фактор-группе G = G/H .
4) Если H ✁G и ha = h−1 для любого h ∈ H , то H 6 CG([a,G]).
Теорема 1.10 (теорема Беляева, [2, следствие 2.30]). Пусть группа G
содержит инволюцию j, |CG(j)| < ∞ и |jj
g| < ∞. Тогда справедливы
следующие утверждения.
1) G — локально конечная группа;
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2) [j, G] содержится в FC-радикале группы G и |G : [j, G]| 6 |CG(j)|;
3) Коммутант FC-радикала группы G конечен.
Обозначим через FC(G) множество элементов x группы G таких, что
|G : CG(x)| < ∞. В [5, теорема 1.6.1] доказано, что |xG| = |G : CG(x)|. Пусть
x, y ∈ G и |G : CG(x)| <∞, |G : CG(y)| <∞. Поскольку (xy−1)G ⊆ xG·y−G, то
|(xy)−1|G| <∞ и поэтому FC(G) — подгруппа группы G, которая называется
её FC-радикалом [2].
В условиях следующей леммы группа G содержит почти регулярную
инволюцию j, и инволюция j почти совершенна в G.
Лемма 1.3 ([2, лемма 2.21]). Справедливо хотя бы одно из следующих
утверждений:
1) G = CG(j) · FC(G).
2) FC(G) содержит инволюцию.
Лемма 1.4 ([6, лемма 1.5]). Пусть H — сильно вложенная полгруппа группы
G. Тогда:
1) если L — подгруппа группы G, L  H и 2 ∈ pi(L ∩ H), то подгруппа
L ∩H сильно вложена в L;
2) H = NG(H) = NG(a
H), где a — любой элемент чётного порядка из H .
Лемма 1.5 (лемма Шункова, [6, лемма 2.1]). Пусть G — группа с сильно
вложенной подгруппой H и конечной инволюцией i. Тогда:
1) Все инволюции в G сопряжены, и любые две инволюции из H сопряжены
в H .
2) Между множеством инволюций из H и множеством инволюций
любого правого смежного класса Hg, g ∈ G, можно установить
взаимо однозначное соответствие. При этом, если i — фиксированная
инволюция из H , то каждой инволюции k (в том числе и инволюции
i) соответствует единственная инволюция jk ∈ Hg такая, что
g−1kg = jkijk.
3) Любой элемент g ∈ G обладает представлением g = hj, где h ∈ H и
j — некоторая инволюция.
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4) Для любой инволюции j ∈ G \ H в подгруппе H существует
множество Mj строго вещественных относительно j элементов той
же мощности, что и множество инволюций из H .
Доказательство.
1) Пусть j ∈ H — произвольная инволюция и k ∈ iG \ H . Обозначим
D = 〈j, k〉. Поскольку по лемме 1.1 инволюция k конечна в G, то группа
D конечна. По лемме 1.4 подгруппа D ∩ H сильно вложена в D. Если
|jk| чётен, то в D согласно лемме 1.1 есть центральная инволюция z.
Если z ∈ D ∩ H , то zk = z; если же z /∈ D ∩ H , то jz = j — в
обоих случаях получаем противоречие с сильной вложенностью D ∩H
в D. Следовательно, порядок jk нечётен и по лемме 1.1 инволюции j, k
сопряжены в D. Поскольку k ∈ iG, то инволюции i и j сопряжены.
Так как j выбрана в H произвольно, то все инволюции в H сопряжены,
iG ∩H — множество всех инволюций из H и силу сильной вложенности
H в G iG ∩H = iH .
Пусть теперь k — произвольная инволюция из G \ H . 〈i, ik〉 — группа
диэдра с нечётным ядром, и по утверждению 8 леммы 1.1 〈i, ik〉 = 〈i, k〉 и
инволюции i, k сопряжены в D. Следовательно, k ∈ iG и все инволюции
группы G сопряжены.
2) Пусть g ∈ G\H , k — произвольная инволюция изH . Инволюция kg ∈ G\
H , и согласно предыдущему утверждению леммы, D = 〈i, kg〉 — группа
диэдра с нечётным ядром. По лемме 1.1 инволюции i и kg сопряжены
в D при помощи некоторой инволюции jk. Тогда kgjk = i, и из сильной
вложенности H в G следует, что gjk ∈ H и jk ∈ Hg. Пусть j′k — такая
инволюция из Hg, что ij
′
k = kg. Поскольку ijk = ij
′
k = kg и порядок ikg
нечётен, то jk, j′k ∈ D. Поскольку jkj
′
k ∈ CD(i) = 〈i〉, то j
′
k = jk.
Пусть j — произвольная инволюция из Hg, g = hj, где h ∈ H . Положим
k = hih−1. Тогда kg = ij , j ∈ 〈i, kg и j = jk. Таким образом, соответствие
k ↔ jk биективно.
3) Пусть g ∈ G. По утверждению 2 леммы в смежном классе Hg
существует инволюция j и g = hj, где h ∈ H .
4) Пусть j — инволюция из G \ H . По утверждению 2 леммы для каждой
инволюции k из H существует единственная инволюция jk ∈ Hj такая,
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что ij = kjk. Следовательно, существует hk ∈ H такой, что jk = hkj.
hk = jkj, и h
j
k = (jkj)
j = jjk = h
−1
k . Каждой инволюции k ∈ H
соответствует строго вещественный относительно j элемент hk = jkj, и
все элементы hk различны. Обратно, если hj = h−1, то hj — инволюция
из Hj, по пункту 2 существует инволюция k ∈ H такая, что hj = jk и
h = hk.
Лемма 1.6 (лемма Шункова, [6, лемма 2.2]). Пусть G — группа с сильно
вложенной подгруппой H и конечной инволюцией, i ∈ H и j ∈ G \ H —
произвольные инволюции, Hj = H ∩ H
j , Tj — подгруппа в H , порождённая
всеми строго вещественнными относительно j элементами из H . Тогда
1) Tj 6 Hj , Hj — подгруппа без инволюций, 〈j, Tj〉 = Tj ⋋ 〈j〉 и
〈j,Hj〉 = Hj ⋋ 〈j〉;
2) в каждом смежном классе CH(i) · b, где b ∈ H , существует
единственный строго вещественный элемент относительно инволюции
j;
3) H = Tj · CH(i) = Hj · CH(i);
4) если b — неединичный инвертируемый инволюцией j ∈ G \H элемент из
H , то CH(b) не содержит инволюций.
Определение 1.7. p-рангом группы G называется наибольший из рангов её
максимальных абелевых p-подгрупп, p — простое число.
Лемма 1.7 (лемма Бусаркина, [2, лемма 2.20]). Пусть G — группа, i — её
конечная инволюция и CG(i) = 〈i〉. Тогда G = F ⋋ 〈i〉, где F — периодическая
абелева группа без инволюций, f i = f−1 для всех f ∈ F .
2 Основная теорема бакалаврской работы
Теорема 2.1. Если G — группа 2-ранга 1 с конечной инволюцией и
централизатор некоторой инволюции i является 2-группой, не максимальной
в G, то G = [i, G] ⋋ CG(i) — группа Фробениуса с абелевым 2-полным ядром
[i, G] и дополнением CG(i).
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Доказательство этой теоремы разбивается на ряд лемм. Далее в
формулировках вспомогательных утверждений будем подразумевать, что
группа G и её инволюция i удовлетворяют условиям теоремы 2.1.
Лемма 2.1. Подгруппа CG(i) сильно изолирована, все инволюции в G
сопряжены и порядок произведения любых двух инволюций группы G конечен
и нечётен. Для любых двух различных инволюций j, k группы G существует
единственная инволюция v ∈ G такая, что jv = k.
Доказательство. Выберем u 6= 1, i произвольно в CG(i). Поскольку CG(i) —
2-группа с единственной инволюцией i, то u2
n
= i для некоторого n ∈ N. Тогда
CG(u) 6 CG(i), и подгруппа CG(i) сильно изолирована по определению.
Пусть k — конечная инволюция из G, j — произвольная отличная от
k инволюция из G. Тогда согласно лемме 1.1 D = 〈j, k〉 = 〈k, kj〉 · 〈j〉 —
конечная группа диэдра. Поскольку G — группа 2-ранга 1, то в группе D нет
элементарных абелевых подгрупп порядка 4. Это означает в силу леммы 1.1,
что |jk| нечётен и инволюции j и k сопряжены в D. В силу произвольности
выбора j все инволюции в G сопряжены, в частности, инволюция i конечна и
iG — класс всех инволюций группы.
Далее, для любых инволюций j, k ∈ G порядок |jk| нечётен, поэтому
по лемме 1.1 найдётся инволюция v ∈ G такая, что jv = k. Поскольку
инволюции i и j сопряжены, то подгруппы CG(j) и CG(i) сопряжены. Если для
некоторых двух различных инволюций v, t ∈ G выполняется jv = jt = k, то
1 6= vt ∈ CG(j). Случай vt = j невозможен, поскольку тогда CG(j) содержит
четверную группу Клейна {1, v, t, vt}. Тогда (vt)2
n
= j для некоторого n ∈ N.
Ясно, что s = (vt)2
n−1
v — инволюция и j = st, т. е. CG(j) содержит
четверную группу Клейна {1, s, t, st}, что снова приводит к противоречию.
Следовательно, инволюция v такая, что jv = k, единственна, и лемма
доказана.
Лемма 2.2. Любая собственная подгруппа B группы G, содержащая CG(i),
сильно вложена в G.
Доказательство. При B = CG(i) утверждение леммы выполняется,
поскольку i — единственная инволюция в CG(i). Пусть B 6= CG(i), g ∈ G \ B,
19
и предположим, что k = jg ∈ B ∩ Bg для некоторой инволюции j ∈ B.
Инволюция i конечна в B, и подгруппа B удовлетворяет условиям леммы 1.
Следовательно, CG(j) < B и j, k ∈ iB = kB. Тогда kt = j для некоторого t ∈ B,
и gt ∈ CG(j) < B, что противоречит выбору элемента g. Таким образом, B
сильно вложена в G и лемма доказана.
Лемма 2.3. Если подгруппа CG(i) конечна, то G = [i, G] ⋋ CG(i) — локально
конечная группа Фробениуса с ядром [i, G] и дополнением CG(i).
Доказательство. Группа G и её инволюция i удовлетворяют условиям
теоремы 1.10, и в силу этой теоремы G — локально конечная группа. В силу
единственности инволюции i в G подгруппа CG(i) обособлена в G. Согласно
предложению 1.1 группа G является группой Фробениуса с дополнением
CG(i), и G = F ⋋ CG(i), где ядро F — нормальная подгруппа группы G.
Поскольку G локально конечна и все инволюции группы G сопряжены по
лемме2.1, то каждый элемент из F имеет нечётный порядок, представим в
виде iig, g ∈ G, и F = [i, G].
Лемма 2.4. Пусть G — группа с бесконечным централизатором инволюции
j, B — сильно вложенная подгруппа G и CG(j) — собственная подгруппа B.
Тогда множество J ∩B не может быть конечным.
Доказательство. Поскольку подгруппа B сильно вложена в G и по лемме
2.1 J = jG, то J ∩ B = jB. Тогда |J ∩ B| = |B : CB(j)|. Предположим, что
|J ∩B| <∞. Рассмотрим произвольную отличную от j инволюцию i ∈ B. По
лемме 2.1 CG(i) и CG(j) сопряжены, и CG(i) ∩ CG(j) = 1. Поскольку сильно
вложенная подгруппа B содержит централизаторы всех своих инволюций, то
CG(i) = CB(i) и CG(j) = CB(j). Тогда подгруппы CG(i) и CG(j) конечного
индекса в B. По теореме 1.9 пересечение подгрупп конечного индекса само
имеет конечный индекс, следовательно, индекс единичной подгруппы в B
конечен, что противоречит бесконечности B. Следовательно, множество J∩B
бесконечно и лемма доказана.
Лемма 2.5. Пусть G— группа 2-ранга 1 с конечной инволюцией i, CG(i) — 2-
группа, не максимальная в G и CG(i) < B < G. Тогда B = [i, B] ⋋ CG(i) —
локально конечная группа Фробениуса с ядром [i, B] и дополнением CG(i), при
этом [i, B] = B ∩Bj для каждой инволюции j ∈ G \B.
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Доказательство. По лемме 2 подгруппа B сильно вложена в G, и по
определению сильно вложенной подгруппы множество J \ B непусто. По
лемме 2.4 |J ∩ B| = |B|. Пусть j — произвольная инволюция из G \ B.
По лемме 1.5 в подгруппе B существует множество строго вещественных
относительно j элементов той же мощности, что и множество инволюций
из B. В частности, подгруппа H = B ∩ Bj неединична, при этом Hj = H .
Поскольку CG(j) — 2-группа с единственной инволюцией j и j /∈ H , то
CH(j) = 1. Тогда в группе H⋋〈j〉 централизатор инволюции j совпадает с 〈j〉
и по лемме 1.7 H — периодическая абелева группа без инволюций, каждый
элемент которой инвертируется инволюцией j. По лемме 1.6 B = H · CG(i).
Далее возможны два случая.
Случай 1. CG(i) — квазициклическая 2-группа. Этот случай рассмотрен А.И.
Созутовым в статье [11]. Приведём здесь оригинальное доказательство с более
развёрнутыми пояснениями.
Группа B факторизуема двумя абелевыми подгруппами, H и CG(i). По
теореме 1.7 коммутант T группы B абелев. Из i ∈ T следовало бы, что
T 6 CG(i). Тогда i — единственная инволюция в T , но тогда она единственна
и в B, поскольку T — нормальная подгруппа группы B и, следовательно,
iB = i — противоречие с тем, что CG(i) < B. Поэтому i /∈ T и ввиду
условий T ∩ CG(i) = 1. По лемме 1.7 T — периодическая абелева группа без
инволюций, каждый элемент которой инвертируется инволюцией i. Поскольку
фактор-группа B/T абелева, ti — инволюция для произвольного t ∈ T и все
инволюции в T ⋋ 〈i〉 сопряжены, то T = [i, B]. Тогда по теореме 1.6 B —
локально конечная группа, и по предложению 1.1 B — группа Фробениуса с
ядром [i, B] и дополнением CG(i). В частности, H 6 [i, B], и ввиду равенства
B = H · CG(i) имеем H = B ∩Bj = [i, B].
Случай 2. CG(i) = C〈t〉 — бесконечная обобщённо кватернионная группа,
где C — квазициклическая 2-группа индекса 2 с инволюцией i, t — элемент
из CG(i) \ C, t2 = i. Тогда по теореме 1.8 B разрешима ступени не больше,
чем 3, и CH = HC — её метабелевая подгруппа индекса 2. Повторяя для
коммутанта T группы HC рассуждения выше, заключаем, что T = [i, HC] —
периодическая абелева группа без инволюций, каждый элемент которой
инвертируется инволюцией i. Тогда HC — расширение локально конечной
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группы C при помощи локально конечной группы [i, HC], и по теореме 1.6
HC — локально конечная группа. Так как HC — подгруппа индекса 2 группы
B, по теореме 1.6 B локально конечна. В силу предложения 1.1 группа
B — группа Фробениуса с ядром [i, B] и дополнением CG(i). Поскольку
B = H · CG(i), то в силу свойств групп Фробениуса[4] H = [i, B]. Лемма
доказана.
Завершим доказательство теоремы. В случае |CG(i)| < ∞ теорема
следует из леммы 2.3. Пусть подгруппа CG(i) бесконечна, B — подгруппа
из леммы 2.5 и j — произвольная инволюция из G \ B. По лемме 2.5
B ∩Bj = [i, B] 6= 1 и j инвертирует каждый элемент b из [i, B]. Пусть b 6= 1 и
A = CG(b). Тогда i, j ∈ NG(A), A∩CG(i) = 1. По лемме 1.7 A — периодическая
абелева группа без инволюций и инволюции i, j инвертируют каждый элемент
из A. Ввиду произвольности инволюции j ∈ G \ B заключаем, что A = iJ ,
J = iA и A = [i, G]. По лемме Фраттини G = [i, G] ⋋ CG(i). По теореме 1.6
группа G локально конечна и, поскольку она является группой Фробениуса с
абелевым ядром [i, G] и дополнением CG(i).
3 Некоторые результаты для групп с совершенной инволюцией
Определение 3.1. Инволюция i группы G называется совершенной в G,
если любые две неперестановочные инволюции из iG сопряжены при
помощи инволюции из этого же класса, и почти совершенной, если любые
две неперестановочные инволюции из iG, произведение которых имеет
бесконечный порядок, сопряжены при помощи инволюции из iG.
Пусть далее группа G — 2-ранга 1 с совершенной инволюцией j,
централизатор CG(j) которой является 2-группой, B — сильно вложенная
подгруппа группы G и CG(j) < B.
Лемма 3.1. Подгруппа CG(j) сильно изолирована и все инволюции в G
сопряжены. Для любых двух различных инволюций i, k группы G существует
единственная инволюция v ∈ G такая, что iv = k.
Доказательство. Выберем u 6= 1, j произвольно в CG(j). Поскольку CG(j) —
2-группа с единственной инволюцией j, то u2
n
= j для некоторого n ∈ N.
22
Тогда получаем CG(u) ≤ CG(j), и подгруппа CG(j) сильно изолирована по
определению.
Покажем теперь, что все инволюции в G сопряжены. Пусть k —
произвольная инволюция из G, отличная от j. Поскольку инволюция jk
принадлежит jG, по условиям леммы найдётся такая инволюция v ∈ jG, что
jv = jk. Если при этом v = k, то k ∈ jG. Пусть v 6= k. Тогда 1 6= kv ∈ CG(j).
Случай kv = j невозможен, поскольку тогда CG(j) содержит четверную
группу Клейна {1, k, v, kv}. Тогда (kv)2
n
= j для некоторого n ∈ N. Очевидно,
что t = (kv)2
n−1
k — инволюция и j = tv, т. е. в CG(j) попадает четверная
группа Клейна {1, t, v, tv}, что снова приводит к противоречию. Второе
утверждение леммы доказано.
Теперь убедимся в справедливости третьего утверждения леммы. Пусть
i, k — некоторые различные инволюции группы G. Поскольку по второму
утверждению инволюция i сопряжена с инволюцией j, то CG(i) ∼= CG(j).
Если предположить, что для некоторых двух различных инволюций v, t ∈ G
выполняется iv = it = k, то 1 6= vt ∈ CG(i). Повторяя те же рассуждения, что
и выше, получим противоречие. Лемма доказана.
Определение 3.2. Группа G называется n-полной, где n — натуральное число,
если в ней для любого g ∈ G разрешимо уравнение xn = g.
Лемма 3.2 ([2], лемма 2.19). Если |CG(j)| = 2, то G = F ⋋ 〈j〉 — группа
Фробениуса с 2-полным абелевым ядром F и дополнением 〈j〉.
Лемма 3.3 ([2, лемма 4.13]). Справедливы следующие утверждения:
1) Между множеством инволюций из B и множеством инволюций любого
правого смежного класса Bg, где g ∈ G, существует взаимо
однозначное соответствие; при этом, если j — инволюция из B, то
каждой инволюции k ∈ B (в том числе и инволюции j) соответствует
единственная инволюция vk ∈ Bg такая, что g
−1kg = vkjvk.
2) Любой элемент g ∈ G\B обладает представлением g = bv, где элемент
b принадлежит B, а v — инволюция из G \B.
3) Для каждой инволюции v ∈ G \ B в подгруппе B существует
множество Hv строго вещественных относительно v элементов той
же мощности, что и множество инволюций из B.
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Теорема 3.1 ([14, теорема 3]). Пусть (G,H) — пара Фробениуса, H конечна
и содержит совершенную в G инволюцию. Тогда инволюция в H единственна,
все инволюции в G сопряжены, G = F ⋋H и F — абелева 2-полная группа.
Лемма 3.4. Пусть G — группа с бесконечным централизатором совершенной
инволюции j, B — сильно вложенная подгруппа G и CG(j) — собственная
подгруппа B. Тогда множество J ∩B не может быть конечным.
Доказательство. Поскольку подгруппа B сильно вложена в G и по лемме
3.1 J = jG, то J ∩ B = jB. Тогда |J ∩ B| = |B : CB(j)|. Предположим, что
|J ∩B| <∞. Рассмотрим произвольную отличную от j инволюцию i ∈ B. По
лемме 3.1 CG(i) и CG(j) сопряжены, и CG(i) ∩ CG(j) = 1. Поскольку сильно
вложенная подгруппа B содержит централизаторы всех своих инволюций, то
CG(i) = CB(i) и CG(j) = CB(j). Тогда подгруппы CG(i) и CG(j) конечного
индекса в B. По теореме 1.9 пересечение подгрупп конечного индекса
само имеет конечный индекс, следовательно, индекс единичной подгруппы
в B конечен, что противоречит бесконечности B. Следовательно, множество
инволюций в B бесконечно и лемма доказана.
Лемма 3.5. Пусть G — группа 2-ранга 1 с совершенной инволюцией j и сильно
вложенной подгруппой B, CG(j) < B — 2-группа, i — инволюция из G \ B.
Тогда подгруппа H = B ∩ Bi не содержит инволюций, H — абелева группа,
каждый элемент которой инвертируется инволюцией i.
Доказательство. По лемме 3.1 инволюция i совершенна в G. Выберем
произвольную инволюцию ki = Hi. Тогда ki = hki для некоторого h ∈ H ,
hk = kii и hik = (kii)
i = iki = h
−1
k . Согласно лемме 3.3 каждой
инволюции из B ставится во взаимно однозначное соответствие инволюция
из Bi. Следовательно, существует единственная инволюция k ∈ B такая, что
ki = jki. Тогда k = jkii = jhk .
Выберем теперь произвольно h ∈ H . Тогда jh = k — инволюция из
B. Ей ставится во взаимно однозначное соответствие инволюция ki ∈ Bi
такая, что ki = jki. Для некоторого bi ∈ B ki = bki, и тогда k = jki i = j
b
k.
Поскольку ki — инволюция, то 1 = bkibki = bkbik. Следовательно, b
i
k = b
−1
k .
Отсюда bk ∈ H , и bkh−1 ∈ CG(j). Поскольку H ∩ CG(j) = 1, то h = bk.
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Таким образом, мы показали, что каждому элементу h ∈ H соответствует
единственная инволюция k ∈ Hi такая, что h = ki, все элементы подгруппы
H инвертируются инволюцией i и i ∈ NG(H).
Поскольку ab = (b−1a−1)−1 = (b−1a−1)i = b−ia−i = ba для произвольных
a, b ∈ H , то подгруппа H абелева.
25
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе получены следующие результаты:
1) доказано, что каждая группа G 2-ранга 1 с конечной инволюцией
и инволюцией i, централизатор которой является 2-группой, не
максимальной в G, локально конечна и является группой Фробениуса
с абелевым ядром [i, G], каждый элемент которого инвертируется
инволюцией i и всеми инволюциями группы, и дополнением CG(i);
2) показано, что в каждой группе G 2-ранга 1 с совершенной инволюцией
j, централизатор CG(j) которой является 2-группой, и сильно вложенной
подгруппой B группы G такой, что CG(j) < B, все инволюции
сопряжены и совершенны в G;
3) в условиях предыдущего пункта для каждой инволюции i ∈ G \ B
подгруппа H = B ∩ Bi не содержит инволюций, H — абелева группа,
каждый элемент которой инвертируется инволюцией i.
Полученные результаты имеют теоретическое значение и могут
использоваться для изучения бесконечных групп с конечными и
совершенными инволюциями. Результат, изложенный в теореме 2.1,
докладывался на 48 Международной школе-конференции «Современные
проблемы математики и её приложений» и на Международной конференции
студентов, аспирантов и молодых учёных «Проспект Свободный-2017».
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